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ABSTRAKT 
Závěrečná práce obsahuje princip určování kritické síly vzpěrné stability prutu 
s nekonstantními parametry. Nachází se zde řešení pro prut z jednoho a dvou materiálů a také 
řešení pro prut se dvěma odstupňovanými průřezy. Nezbytnou součástí této práce je také 
numerické řešení, které se využívá pro řešení nelineárních rovnic v implicitním tvaru. Zde se 
takové rovnice vyskytují při řešení prutů ze dvou materiálů a se dvěma odstupňovanými 
průřezy. Pro numerické řešení je potřeba počáteční aproximace, kterou za nás provede  
i s numerickým řešením program, který byl v rámci práce vytvořen. V závěrečné části práce je 
pak uvedeno především grafické znázornění závislosti poměru přibližné kritické síly získané 
interpolací z Eulerova vztahu a kritické síly získané numericky na poměru modulů pružnosti 
obou materiálů. 
ABSTRACT 
Bachelor’s thesis contains the principle of determining the critical load of buckling of column 
with nonconstant parameters. There is a solution for the column composed of one and two 
materials and solutions for the column with two different cross-sections. An essential part of 
this work is the numerical solution, which is used for solving nonlinear equations in implicit 
form. In this work, these equations occur when solving columns of two materials and two 
different cross-sections. For the numerical solution, it is necessary to set an initial 
approximation. Initial aproximation and numerical solution are solved by a program, which 
was created for this work. In the final part, are stated several graphs. The most important 
graph represents relation of the ratio of approximate critical load obtained by interpolation of 
Euler's relation and critical load gained numerically on the ratio of  Young’s modules of both 
materials. 
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1. Úvod 
V technické praxi se běžně setkáváme s konstrukcemi, které mají charakter štíhlého prutu,  
tj. jejich délka je podstatně větší než šířka, a jsou zatěžované tlakem. Příkladem takové 
konstrukce může být pístnice hydraulického válce. Pokud pístnici zatížíme vyšším tlakem než 
je povolená mez, může dojít k průhybu pístnice. Při průhybu vzniká ohybový moment,  
který bude pístnici nekontrolovatelně deformovat, a tím dojde ke ztrátě vzpěrné stability. 
Abychom tomuto předcházeli, provádíme nejen pro pístnice, ale pro všechny štíhlé pruty 
namáhané tlakem, výpočet tzv. kritické síly, při které může dojít ke ztrátě vzpěrné stability i u 
ideálního prutu.   
Určení kritické síly se však komplikuje, pokud prut bude mít odstupňovaný průřez nebo bude 
složen z více materiálů. Hlavním cílem této práce je najít řešení kritické síly u takových prutů. 
Konkrétně bude v práci provedeno řešení pro prut ze dvou různých materiálů a prut se dvěma 
odstupňovanými průřezy, které lze považovat za analogii prutu ze dvou různých materiálů. 
V obou případech vede řešení kritické síly na nelineární rovnici, kterou nejsme schopni řešit 
analyticky. Ukážeme si proto také několik metod jejího numerického řešení.  
Dále pomocí numerického řešení a několika předpokladů získaných empiricky vytvoříme 
program, který nám vypočte kritickou sílu pro prut ze dvou různých materiálů. 
Na závěr se pokusíme zhodnotit, jak souvisí kritická síla získaná numerickým řešením 
s přibližnou kritickou silou získanou lineární interpolací výsledků získaných z Eulerova 
vztahu.  
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2. Namáhání prutů tlakem 
Tato kapitola je zpracována podle [1] a [5]. 
Při namáhání prutů tlakem rozlišujeme dva druhy namáhání. Jeto 
prostý tlak a vzpěrná stabilita. 
a) Prostý tlak 
Při prostém tlaku se příčné průřezy přibližují (obr. 1) a následně 
deformují. K řešení statické rovnováhy je potřeba uvolněný 
nedeformovaný prut. Jedinou nenulovou složkou VVÚ je zde 
normálová síla. 
b) Vzpěrná stabilita 
Se vzpěrnou stabilitou se již každý z nás mnohokrát setkal, 
nicméně pro úplnost můžeme uvést příklad plastového pravítka 
(tvaru obdélníkového pásu). Pokud takové pravítko budeme 
namáhat tlakem, tak od určitého okamžiku zatěžování se 
začne prohýbat. Tahle skutečnost ovšem neplatí pouze pro 
pravítka, ale i pro pruty, jejichž poměr 
charakteristického rozměru příčného průřezu k délce 
prutu je malý. Jestliže se na pravítko a jeho zatížení 
podíváme blíže tím, že budeme postupně zvětšovat 
sílu a měřit jeho maximální průhyb (obr. 2), zjistíme, 
že v průběhu zatěžování se mění charakter deformace. 
V počáteční fázi (při nižších zátěžných silách) je 
podstatné stlačování střednice, nepodstatný je 
průhyb. U následující fáze je tomu naopak - podstatný 
je průhyb, nepodstatné je stlačování. Rozhraní těchto 
dvou stavů se nazývá mezní stav vzpěrné stability. 
Jelikož prostý tlak přímo nesouvisí s tématem naší 
práce, dále se budeme zabývat spíše vzpěrnou 
stabilitou. 
3. Vzpěrná stabilita ideálního volného prutu 
Tato kapitola je zpracována podle [1] a [5]. 
Abychom mohli odvodit matematický aparát pro výpočet vzpěrné stability, budeme hovořit  
o ideálním prutu s následujícími vlastnostmi: 
a) střednice prutu je v nezatíženém stavu ideálně přímá 
b) prut je prizmatický a nešroubový 
c) průřez prutu je tlustostěnný (tj. všechny rozměry příčného průřezu jsou řádově stejně 
velké) 
d) prut je zatížen dvěma rovnovážnými osamělými silami F, které působí v těžištích čel 
prutu, a jejich nositelky jsou totožné se střednicí prutu v nezatíženém stavu 
e) materiál prutu je homogenní, izotropní a bez omezení lineárně pružný( → ∞) 
f) v průběhu celého zatěžování platí prutové předpoklady prostého namáhání prutů 
Dále budeme k našemu řešení potřebovat diferenciální rovnici ohybové čáry prutu pro velké 
deformace. Odvození této rovnice můžeme nalézt například v [5]. Jelikož pro uvolněný 
Obr. 2. Charakter deformace 
prutu při nižších a vyšších 
zátěžných sílách. Převzato z [5]. 
Obr. 1. Stav příčných průřezů 
při namáhání prostým tlakem. 
Převzato z [1]. 
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nedeformovaný prvek je ohybový moment Mo=0, musíme uvolňovat prvek v deformovaném 
stavu (obr. 3). Při průhybu prutu nám kromě normálové síly 	 působí také posouvající síla 
	 
a ohybový moment 	. Z důvodu jeho rozměrů, prut je dlouhý a štíhlý, bude podstatným 
namáháním pouze ohybový moment. V důsledku prutových vlastností jako je homogenita, 
prizmatičnost a nešroubovitost můžeme předpokládat, že ohybová čára bude rovinnou 
křivkou. 
Nyní můžeme z momentové podmínky statické rovnováhy vyjádřit () a dosadit  
do diferenciální rovnice ohybové čáry pro velké deformace. 
() − () = 0			 ⇒ 																				() = ()                     (3.1) 
Ze vztahu (2.1) lze vyčíst, že ohybový moment a tedy i napětí prutu jsou funkcí průhybu . 
Napětí a deformace u prutu tedy nelze řešit odděleně. ´´
(´) = − ()      (3.2) 
E …… modul pružnosti v tahu 
J ……. centrální osový kvadratický moment 
Výše uvedená nelineární diferenciální rovnice 2. řádu obsahuje 2 integrační konstanty,  
pro něž musíme sestavit 2 okrajové podmínky.   = 0  = 0 =   = 0    (3.3) 
Řešení rovnice (3.2) s uvedenými okrajovými 
podmínkami (3.3) je velmi obtížné, protože neznáme 
skutečnou vzdálenost konců prutu  , která je menší než l. 
Pro určité zjednodušení ( =  ) řešil daný problém 
Lagrange. Lagrangovo řešení je matematicky velmi 
náročné. Výsledek tohoto řešení je znázorněn na obr. 4, 
kde je zakreslena získaná závislost maximálního průhybu !" na sile F.	Obrázek	také	znázorňuje	kritickou	sílu	vzpěru	<= ,	která	vymezuje	tyto	intervaly:	 < <=					-	 prut se pouze stlačuje, průhyb je nulový,	 > <=					-	 prut se buď jen stlačuje a pak je v labilní 
rovnováze (větev 1 viz obr. 4), nebo se jen 
ohýbá, pak je v rovnováze stabilní 
(větev 2 viz obr. 4),  = <=					-	 stabilní stlačování se mění na 
labilní a stabilním se stává ohýbání. 
Je to bod rozdvojení (bifurkace) 
rovnováhy.	
Bod rozdvojení rovnováhy je mezním stavem 
vzpěrné stability ideálně namáhaného ideálního 
prutu. 
Výše je uvedeno, že pro  > <= může nastat 
kromě stabilní rovnováhy (prut se pouze ohýbá) 
Obr. 3. Prvek uvolněný v 
deformovaném stavu. 
Převzato z [5]. 
Obr. 4. Grafické znázornění Lagrangova 
řešení. Převzato z [5]. 
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také rovnováha labilní. Při labilní rovnováze zůstává prut přímý. Tento stav přetrvá jen  
do doby, než jakýkoliv podnět např. náhodné krátkodobé zatížení, které neleží přesně v ose 
prutu, způsobí to, že se prut prohne. Tenhle stav bude zachován, i když náhodné zatížení 
přestane působit. 
Výše hovoříme také o kritické síle <=, která je velmi důležitá zvláště v praxi. Hodnota této 
síly nám totiž říká, jak moc můžeme zatížit ideální prut tlakem, aby nedošlo k prohnutí. 
Velikost kritické síly vyplyne z řešení diferenciální rovnice (3.2) pro okrajové podmínky 
(3.3). Výše je již uvedeno, že řešení této diferenciální rovnice je příliš složité a pro praktické 
výpočty nevhodné. Řešení bychom museli provést tehdy, pokud bychom chtěli určit kritickou 
sílu <= a  průhybovou čáru pro  > <=. Řešení se však podstatně zjednoduší, pokud nás 
bude zajímat pouze kritická síla <=. V takovém případě nám totiž stačí, když budeme 
předpokládat velmi malé průhyby, tj. řešit deformaci pouze v bezprostředním okolí  
po překročení kritické síly <=. Tohle tzv. Eulerovo řešení nám pak umožňuje zanedbat ´E 
vzhledem k 1, tj. ´E ≪ 1. Diferenciální rovnice (3.2) se nám tedy zjednoduší takto: ´´ +  = 0	,     (3.4) 
a protože  =I , okrajové podmínky budou ve tvaru:  = 0  = 0 =   = 0.    (3.5) 
Výsledný průhyb u našeho zjednodušení (malé průhyby a tedy i malé změny ) je popsán 
lineární homogenní diferenciální rovnicí druhého řádu s konstantními koeficienty.  
Označíme-li: JE = ,      (3.6) 
můžeme diferenciální rovnici (3.4) psát v normovaném tvaru  ´´ + JE = 0	.     (3.7) 
Obecné řešení této diferenciální rovnice má goniometrický tvar 
  = K sin(J) + KE cos(J).     (3.8) 
Poznámka: Obecné řešení (3.8) snadno ověříme tím, že si nejprve připravíme druhou derivaci 
obecného řešení (3.8). Poté společně s nederivovaným obecným řešením (3.8) dosadíme  
do diferenciální rovnice (3.7).  
Integrační konstanty K a KE určíme z okrajových podmínek (3.5), které dosadíme do (3.8).  
 = 0, = 0					 ⇒ 					0 = K sin(0) + KE cos(0)   (3.9) 
 = ,  = 0					 ⇒ 					0 = K sin(J) + KE cos(J).  (3.10) 
Protože kosinus nuly je jedna, z rovnice (3.9) vyplývá, že KE = 0. Po následném dosazení  
za KE do rovnice (3.10), získáme podmínku, jejíž platnost je nezbytná pro splnění okrajové 
podmínky (3.5) při průhybu prutu. 0 = K sin(J)     (3.11) 
Při zpětném dosazení za J ze vztahu (3.6) nám podmínka (3.11) přejde na tvar: 
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0 = K sin(L  ).     (3.12) 
Nyní se zaměříme na to, kdy bude tato podmínka splněna. Nastat mohou 3 případy: 
a) K = 0 , sin(J) ≠ 0, pak  = 0, přičemž argument u funkce sinus, tj. L   může být 
libovolný. Znamená to, že při libovolné působící síle  zůstává prut přímý. Nastane 
tedy labilní rovnováha (větev 1 viz obr. 4). Vlivem odchylek od ideálního prutu však 
tento případ v praxi nenastane. 
b) K ≠ 0 , sin(J) = 0, pak průhyb prutu nastává tehdy, bude-li splněno:  sin J = 0 ⇒L   = 0, N, 2N…	  (3.13) 
Jelikož známe hodnoty veličin , Q, R a jedinou neznámou je síla , pak musí platit:    
 = (<S)T , pro U = 0, 1, 2, …  (3.14) 
• U = 0					 ⇒ 					 = 0 
Prut není zatížený, takže deformace nenastane. Průhyb  tedy bude nulový. 
• U = 1					 ⇒ 					 = <= = ST ≠ 0					 ⇒ 					 ≠ 0 (3.15) 
Platí tedy, že průhyb je při kritické síle nenulový, ale zároveň je neurčitý. 
Srovnáme-li tento výsledek s obecným řešením (viz obr. 4), vidíme, že 
souhlasí v okolí bodu <= pro velmi malé průhyby, neboť tečna ke křivce 
průhybu je v bodě <= kolmá na osu . Z přibližného řešení jsme tedy nakonec 
získali přesnou hodnotu kritické síly <=. Hodnota kritické síly je však platná 
pouze pro ideální a ideálně zatížený prut. 
• U > 1					 ⇒ 					 > <= 
Tento stav je nestabilní, tudíž v praxi 
samovolně nenastane. Konstrukční 
úpravou například zamezením průhybů 
v některých směrech prutu lze však 
dosáhnout jeho stability. Tím tedy 
můžeme podstatně zvýšit kritickou sílu. 
Tato konstrukční úprava se běžně 
používá například při stavbě železnic,  
kde nám pražce zamezují průhybu 
(zkroucení) kolejnic. Charakteristické 
zkroucení kolejnic, které bylo způsobeno 
nedostatečným upevněním pražců  
za velmi horkého dne, je zobrazeno 
na obr. 5. Náš prut však má volnou 
deformaci, tedy průhyb prutu není 
zamezen v žádném směru, proto 
jediným stabilním prohnutým 
stavem bude stav při <=.  
Obr. 5. Železniční koleje v Asbury 
Park, New Jersey, zkroucené, převzato 
z [3]. 
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c) K = 0 , sin(J) = 0, pak je  = <= a současně  = 0. To znamená, že při  = <= 
zůstane prut přímý.  
Z uvedeného rozboru docházíme k tomuto závěru: 
Předpokládáme-li při výpočtu průhybu ideálního prutu malé průhyby (´E ≪ 1), pak 
obdržíme správnou hodnotu síly <=, při níž nastává rozdvojení rovnováhy,  
ale neobdržíme správný popis průhybu pro  > <=. Předpoklad V´W ≪ X je použitelný 
pouze pro určení kritické síly YZ[. 
Posledním bodem této kapitoly bude najít rovinu,  
ve které nastane průhyb ideálního prutu. Hledaná rovina 
musí být taková, pro kterou bude <= minimální, protože 
v ostatních rovinách by k průhybu byla zapotřebí větší 
síla. A protože <= je přímo úměrná hlavnímu 
centrálnímu kvadratickému momentu	R(<= = N2QR2 ), 
bude minimální pro R = RE. Tedy pro menší z obou 
hlavních centrálních kvadratických momentů. Z toho 
plyne, že vztažná osa kvadratického momentu RE je 
neutrální osou ohybu. Průhyb tedy nastane ve směru osy R, protože v ostatních směrech by nastal až při vyšší 
hodnotě síly. Znázornění neutrální osy ohybu RE a směr 
ohybu (totožný s R a zároveň i kolmý k rovině 
obsahující neutrální osy ohybu RE) je pro prut 
s obdélníkovým průřezem na obr. 6. Z uvedených 
poznatků nám výsledný vztah pro kritickou sílu přejde 
do tvaru  
<= = ST .   (3.16) 
4. Vzpěrná stabilita ideálního volného prutu ze dvou materiálů 
Tato kapitola je zpracována podle [1] a [2]. 
Dříve než budeme hovořit o vzpěrné stabilitě prutu ze dvou materiálů, uvedeme teorii  
o proměnnosti průřezu, která je převzata z [1]. Později si ukážeme, k čemu nám tahle teorie 
bude sloužit. 
4.1. Teorie o proměnnosti 
průřezu 
Nyní budeme předpokládat, že příčný 
průřez prutu je po délce proměnný tak, že 
můžeme s dostatečnou přesností použít 
vztahy odvozené pro prostý ohyb. Jak je 
uvedeno v [1], je to pro případy, kdy 
průřez je málo proměnný nebo je-li průřez 
odstupňovaný. Pak důsledek proměnnosti 
průřezu je to, že R = R(). Člen  
v diferenciální rovnici průhybové 
Obr. 6. Znázornění směru průhybu 
pro prut s obdélníkovým průřezem. 
Převzato z [5]. 
Obr. 7. Prut s odstupňovanými průřezy. Vytvořeno 
v programu AutoCAD 2011 podle [1]. 
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čáry (3.4) je funkcí . Tahle diferenciální rovnice je pak lineární diferenciální rovnicí druhého 
řádu s proměnnými koeficienty. Tato rovnice je řešitelná v uzavřeném tvaru jen ve zcela 
speciálních případech. Tudíž i kritická síla <= musí být určena numerickými metodami. 
Naším cílem ovšem nyní nebude řešit tuhle rovnici, ale spíše si danou situaci ještě 
zjednodušit. Nebudeme totiž uvažovat prut s průřezem po délce proměnným,  
ale odstupňovaným. Konkrétně prut se dvěma rozdílnými průřezy, u kterých se nemění 
poloha hlavních os podél střednice, viz obr. 7. Nyní podobně jako v předchozí kapitole 
můžeme definovat diferenciální rovnici průhybové čáry. Jelikož se náš prut skládá ze dvou 
částí, které mají rozdílný průřez, tak pro každou část prutu s odlišným průřezem musíme 
sestavit jednu diferenciální rovnici (3.7), jejichž řešení bude ve tvaru (3.8). V našem případě 
tedy musíme sestavit celkem dvě diferenciální rovnice následujícího tvaru: 
´´\ +J\2\ = 0 J\2 = QR\´´\\ +J\\2\\ = 0 J\\2 = QR\\.   (4.1) 
A jak už víme z kapitoly 3, jejich obecným řešením budou rovnice v goniometrickém tvaru: 
\ = K1 sin(J\) + K2 cos(J\)\\ = ]1 sin(J\\) +]2 cos(J\\) .  (4.2) 
Nyní ještě musíme sestavit okrajové podmínky, pomocí kterých získáme partikulární řešení. 
Protože máme celkem 4 integrační konstanty (K, KE, ], ]E), musíme sestavit 4 okrajové 
podmínky. První dvě okrajové podmínky souvisí s uložením konců prutu, proto podobně jako 
v předchozí kapitole bude platit: 
 = 0 ^ = 0 =  ^^ = 0.    (4.3) 
Protože průhybová čára musí být spojitá a hladká (viz prutové předpoklady), dokonce i 
v místě, kde dochází ke změně průřezu, musí další dvě okrajové podmínky vypadat 
následovně: 
 
 = _ ^ = ^^ = _ ´^ = ´^^ .   (4.4) 
Po dosazení dostaneme následující soustavu čtyř rovnic o čtyřech neznámých: 
0 = K sin(J^0) + KE cos(J^0)0 = ] sin(J^^) + ]E cos(J^^)K sin(J^_) + KE cos(J^_) =] sin(J^^_) + ]E cos(J^^_)KJ^ cos(J^_)−KEJ^ sin(J^_) =]J^^ cos(J^^_) − ]EJ^^ sin(J^^_)
.  (4.5) 
Z první rovnice plyne, že KE = 0. Soustava se nám proto takto zjednoduší: 
] sin(J^^) + ]E cos(J^^) = 0K sin(J^_) −] sin(J^^_) − ]E cos(J^^_) = 0KJ^ cos(J^_) −]J^^ cos(J^^_) + ]EJ^^ sin(J^^_) = 0.   (4.6) 
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Pravé strany všech rovnic v soustavě jsou nulové, proto se jedná o tzv. homogenní soustavu 
rovnic pro neznámé konstanty K, ], ]E. Nyní si soustavu přepíšeme do maticového tvaru 
AxT=bT. 
` 0 abc(J^^) dea(J^^)sin(J^_) −abc(J^^_) −dea(J^^_)J^ cos(J^_) −J^^dea(J^^_) J^^abc(J^^_)` ∗ g
K]]Eg = g
000g   (4.7) 
Protože v bodě rozdvojení rovnováhy je malý průhyb neurčitý, musí platit, že matice A  
je singulární (determinant matice je roven nule). Ve vztahu (4.7) můžeme vidět, že matice A 
je typu 3/3 (skládá se ze tří řádků a tří sloupců). Vztah pro determinant proto vyjádříme 
pomocí Sarrusova pravidla. 
det(i) = ` 0 abc(J^^) dea(J^^)sin(J^_) −abc(J^^_) −dea(J^^_)J^ cos(J^_) −J^^dea(J^^_) J^^abc(J^^_)` = 0   (4.8) 
det(i) = 0 ∗ (−abc(J^^_)) ∗ J^^abc(J^^_) + abc(J^^) ∗ (−dea(J^^_)) ∗ J^ cos(J^_)+ dea(J^^) ∗ 	sin(J^_) ∗ (−J^^dea(J^^_)) − dea(J^^) ∗ (	−abc(J^^_))∗ 	J^ cos(J^_) − abc(J^^) ∗ sin(J^_) ∗ J^^abc(J^^_) − 0∗ (−dea(J^^_)) ∗ (J^ cos(J^_)) = 0 
Po úpravě dostaneme následující tvar. 
−J^^ ∗ sin(J^_) ∗ (dea(J^^) ∗ dea(J^^_) + abc(J^^) ∗ abc(J^^_)) − J^ ∗ cos(J^_)∗ (sin(J^^) ∗ cos(J^^_) − cos(J^^) ∗ sin(J^^_)) = 0 
Tento tvar ještě zjednodušíme pomocí součtových vzorců (cos( − j) = sin  cos j +cos  sin j a sin( − j) = sin  cos j − cos  sin j). Poté získáme následující rovnici 
pro kritickou sílu <=. 
tan(J^_) ∗ cot(J^^( − _)) + klkll = 0   (4.9) 
Dále ještě zpětně dosadíme za J^ a J^^. Výsledná rovnice pak nabude tohoto tvaru: 
tan(Lmnl _) ∗ cot(Lmnll ( − _)) + Llll = 0 .  (4.10) 
Protože tuhle rovnici nejsme schopni řešit analyticky (nedokážeme vyjádřit závislost kritické 
síly <= na dalších členech téhle rovnice), budeme muset hledat její řešení pomocí 
numerických metod, o kterých se budeme bavit později.  
4.2. Modifikace 
Výše jsme si odvodili rovnici, pomocí které můžeme nalézt řešení kritické síly <= pro prut 
s odlišnými průřezy. Cílem této práce je však najít řešení pro prut ze dvou různých materiálů. 
Nyní se tedy pokusíme provést modifikaci této rovnice tak, abychom získali řešení pro prut  
ze dvou materiálů. Pokud zachováme stejný souřadný systém, jako u teorie o proměnnosti 
průřezu (viz obr. 7 a 8), pak se nám vztahy (4.1) modifikují takto: 
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´´\ +J\2\ = 0 J\2 = Q\R´´\\ +J\\2\\ = 0 J\\2 = Q\\R.   (4.11) 
Změna tedy nastala v modulech 
pružnosti. Každý druh materiálu má 
svůj modul pružnosti, proto místo 
jednoho modulu Q se nám objevily dva Q^ , Q^^. Dále se nám zredukovaly hlavní 
centrální kvadratické momenty R^  a R^ ^ 
na jeden  R. Počet hlavních centrálních 
kvadratických momentů se snížil, 
protože jak vyplývá z obr. 8 prut má po 
celé délce stejný průřez a jak je známo, 
hlavní centrální kvadratický moment je 
průřezovou charakteristikou. 
Modifikace pro diferenciální rovnice 
není potřeba, proto při srovnání 
zjistíme, že jsou shodné s diferenciálními 
rovnicemi ve vztahu (4.1). Okrajové 
podmínky (4.3) i (4.4) budou také stejné, 
protože stále předpokládáme ideální volný prut a spojitost i hladkost vyplývá z prutových 
předpokladů. Pokud tedy použijeme stejné okrajové podmínky pro diferenciální rovnice,  
které se liší pouze v substituci, musíme se dopracovat opět ke vztahu (4.9). Nyní můžeme 
stejně jako v teorii prutových předpokladů dosadit do vztahu (4.9) za substituce J^ a J^^, 
ovšem tentokrát z našeho modifikovaného vztahu (4.11). Výsledný tvar bude takový:  
tan(Lmnl _) ∗ cot(Lmnll ( − _)) + Llll = 0.  (4.12) 
Podobně jako ve vztahu (4.10) jsme se dopracovali k rovnici, která je řešitelná pouze 
numericky. Jejím numerickým řešením se proto budeme zabývat v další části téhle kapitoly. 
4.3. Numerické řešení 
Tato podkapitola je zpracována podle [2]. Výše jsme získali tzv. nelineární rovnici ve tvaru o() = 0. Protože její kořeny neumíme vyjádřit v explicitním tvaru, nyní si ukážeme několik 
iteračních metod, které z jedné nebo několika počátečních aproximací hledaného kořene ∗ 
generují posloupnost p, 	, E, …, která konverguje ke kořenu ∗. Některým metodám stačí 
zadání počáteční aproximace ve tvaru intervalu 〈_, r〉, který obsahuje kořen ∗. U jiných 
metod musí být počáteční aproximace vzhledem k hledanému kořenu ∗ dosti blízko. 
Rychlost konvergence těchto metod je však vyšší. Nejčastěji se proto používají kombinace 
obou metod, kdy nejprve začínáme s „hrubou“, ale spolehlivou metodou, a poté když se 
nacházíme dostatečně blízko kořene, použijeme metodu „jemnější“, která konverguje rychleji. 
Později zjistíme, že naše nelineární rovnice o() = 0 je nespojitá, prozatím však budeme 
uvažovat funkci poněkud odlišnou. Derivace uvažované funkce bude různá od nuly, dále bude 
funkce spojitá a bude mít tolik spojitých derivací, kolik jich v dané situaci bude potřeba.   
Abychom mohli použít jednu z iteračních metod, musíme nejprve stanovit počáteční 
aproximaci kořenů. Tu lze získat z grafu funkce o(): ručně nebo pomocí vhodného 
programu ( MAPLE, MATLAB…), který nám na obrazovce počítače daný graf funkce 
Obr. 8. Prut ze dvou různých materiálů. 
Vytvořeno v programu AutoCAD 2011 
podle [1]. 
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vykreslí. Poté už stačí jen zvolit okrajové body intervalu 〈_, r〉 tak, aby hledaný kořen ležel 
v tomto intervalu. Další možností je sestavení tabulky tu , o(u)v pro nějaké dělení  
_ = p <  < ⋯ < ux < u < ⋯ < y = r 
zvoleného intervalu 〈_, r〉. Pokud ve dvou sousedních bodech tabulky bude funkce o() 
nabývat hodnot s opačnými znaménky, tj. pokud o(ux) ∗ o(u) < 0, pak mezi body ux 
a u leží reálný kořen rovnice o() = 0. 
Nyní uvedeme jednoduchý příklad pro získání počáteční aproximace, kterou získáme 
z vykresleného grafu funkce o(), kde  o() = 4 sin  − { − 1.    (4.13) 
Z grafu zobrazeného na obr. 9 vyplývá, že daná funkce má tři průsečíky s osou , což jsou 
naše hledané kořeny ∗. 
Pro získání počáteční 
aproximace musíme 
sestavit pro každý kořen 
interval tak, aby v něm byl 
daný kořen obsažen. 
Podmínkou je, že 
v intervalu nesmí být 
obsaženo více kořenů. 
Iterační metoda by pak 
nemusela fungovat 
správně. Pro hledané kořeny 
našeho jednoduchého příkladu můžeme tedy zvolit následující počáteční aproximace ∗ ∈〈−2,−1〉, E∗ ∈ 〈−1, 1〉, {∗ ∈ 〈1, 2〉. 
Když už jsme získali počáteční aproximaci, použijeme iterační metodu s „hrubou“,  
ale zaručenou konvergencí. I když těchto metod se zaručenou konvergencí existuje několik, 
viz [2], my si uvedeme pouze jednu, a to tu nejznámější. V literatuře se obvykle vyskytuje 
pod názvem Metoda bisekce nebo také metoda půlení intervalu. Princip této metody  
si vysvětlíme v následujícím odstavci. 
Pokud je tedy počáteční aproximace správně zvolená, tj. pro interval 〈_, r〉 platí, že o(_) ∗o(r) < 0 a vyskytuje se v něm pouze jeden kořen, pak budeme sestavovat posloupnost 
intervalů 〈_, r〉 ⊃ 〈_E, rE〉 ⊃ 〈_{, r{〉 ⊃ ⋯, které obsahují kořen. Intervaly 〈_<, r<〉,  
kde U = 0, 1, …získáme rekurzivně podle následujícího principu. Střed intervalu 〈_<, r<〉 je 
bod < = E (_< + r<). Jestliže o(<) = 0, pak < = ∗ je kořen a dál nepokračujeme. 
Pokud o(<) ≠ 0, potom položíme 
〈_<, r<〉 = ~〈_<, <〉, Ujž o(_<) ∗ o(<) < 0,〈<, r<〉, Ujž o(_<) ∗ o(<) > 0.  (4.14) 
Z nově vytvořeného intervalu 〈_<, r<〉 plyne, že o(_<) ∗ o(r<) < 0, takže takto 
získaný interval musí obsahovat kořen. Po U krocích se kořen nachází v intervalu   \< = 〈_<, r<〉. Délka tohoto intervalu je |\<| = r< − _< = 2x(r<x − _<x) = ⋯ = 2x<(rp − _p).  (4.15) 
Dobré je také znát chybu, s jakou nám střed < intervalu 〈_<, r<〉 aproximuje kořen ∗.  
Tu lze zjistit ze vztahu |< − ∗| ≤ E (r< − _<) = 2x<x(rp − _p).   (4.16) 
Poznámka: Pokud U → ∞, pak |\<| → 0 a < → ∗. 
Obr. 9. Graf funkce 4 sin  − { − 1. Převzato z [2]. 





Marek Benešovský 2013 
Dále si ukážeme, jak Metoda 
bisekce funguje v praxi. Použijeme 
k tomu například počáteční 
aproximaci pro třetí kořen 
v předešlém příkladu. Počáteční 
aproximace tedy bude 〈_p, rp〉 =〈1, 2〉. Protože o(1) > 0, o(2) < 0, 
musí pro U = 0, 1, … platit, že o(_<) ≥ 0, o(r<) ≤ 0. V tab. 1 je 
uvedena posloupnost intervalů pro 
pět kroků. Po pěti krocích můžeme 
konstatovat, že délka intervalu 〈_, r〉 
je 2x = 0,03125a  = 1,421875 
aproximuje kořen s chybou menší 
nebo rovnou 2x = 0,015625. 
Jak už zde bylo řečeno a lze vyčíst z výsledku našeho příkladu, Metoda bisekce při správně 
zadané počáteční aproximaci konverguje vždy, ale pomalu. To že konverguje pomalu, je 
způsobeno tím, že u téhle metody jsou uvažována pouze znaménka funkčních hodnot. Pokud 
funkční hodnoty funkce o() nebo její derivace využijeme efektivněji, získáme iterační 
metody, jejichž rychlost konvergence bude mnohem vyšší.  
Mezi takové metody patří Newtonova metoda, která je známá také pod názvem metoda 
tečen. Obdobně jako u Metody bisekce budeme vycházet z počáteční aproximace p 
a postupně budeme počítat , E, … následujícím způsobem. V každém kroku této metody 
známe < a naším cílem je získat lepší aproximaci <. Princip spočívá v tom, že bodem t<, o(<)v povedeme tečnu ke křivce j = o() a tam, kde tečna protne osu , je <. 
Z analytické geometrie a diferenciálního počtu vyplývá, že rovnice tečny dané funkce o(<) 
má tvar   j = o(<) + o´(<)( − <).   (4.17) 
Protože hledáme průsečík  tečny (4.17) a osy , tak položíme j = 0 (je to rovnice osy ,  
jak je obecně známo z analytické geometrie). Výše jsme také zmínili, že průsečík  je již naše 
hledaná aproximace, proto můžeme položit < = . Po úpravě tedy získáme předpis 
< = < − (m	)´(m).    (4.18) 
 
 
Tab. 1. Tabulka posloupnosti intervalů Metody 
bisekce. Převzata z [2]. 
Obr. 10. Newtonova metoda. Obrázek převzat z [2]. 
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Dále si ukážeme na stejném příkladu jako u Metody bisekce, jak je to s konvergencí  
u Newtonovy metody. Jako počáteční aproximaci volíme p = 2, což je z předcházejícího 
příkladu pravá krajní hodnota intervalu počáteční aproximace. Stejně jako v předcházejícím 
příkladu je řešení zaznamenáno do tabulky (tab. 2). V tabulce můžeme vidět, že zde 
nekontrolujeme znaménka jako u Metody bisekce, ale především pracujeme s hodnotami 
funkce o() a jejími derivacemi.  
 
Tab. 2. Tabulka pro čtyři kroky Newtonovy metody. Převzata z [2]. 
Po čtyřech krocích můžeme říci, že aproximace kořene ∗ je  = 1,436451. Jak moc se 
lišíme od přesného řešení, zjistíme z posledniho sloupce tabulky. Za ∗ zde považujeme pátý 
krok téhle metody. To znamená, že ∗ =I  = 1,43645032 přičemž se dá ukázat, že všechny 
cifry jsou platné.  
Pokud nyní srovnáme konvergence obou metod z tabulek tab. 1 a tab. 2, vidíme, 
že pro výsledek stejné přesnosti je potřeba provést u Metody bisekce mnohem více kroků.  
U Metody bisekce jsme totiž ani po pěti krocích nezískali tři platné číslice v desetinném 
rozvoji. Avšak u Newtonovy metody jsme už ve čtvrtém krouku získali rovnou pět platných 
čísel v desetinném rozvoji. Na rozdíl od Metody bisekce však Newtonova metoda 
nekonverguje vždy. Proto aby Newtonova metoda konvergovala, je potřeba stanovit počáteční 
aproximaci tak, aby byla blízko ke kořenu. Pro stanovení takové aproximace se obvykle 
používá právě Metoda bisekce. Vhodným spárováním těchto dvou metod lze získat 
kombinovanou metodu, která bude konvergovat vždy a blízko kořene ještě rychle. 
Dosud jsme hovořili pouze o iteračních metodách, které jsou nezbytnou částí pro získání 
řešení nelineární rovnice. Další takovou částí jsou tzv. stop kritéria. Tahle stop kritéria nám 
slouží k zastavení iterační metody v době, kdy vypočtená aproximace < dosáhne přesnosti , kterou si na počátku iterace stanovíme. Mezi nejčastěji používaná stop kriteria patří tato: |< − <| ≤ ,|< − <| ≤ |o(<)| ≤ . |<|,    (4.19) 
5. Princip činnosti programu pro řešení nelineárních rovnic 
Abych nemusel řešit nelineární rovnici (4.12) ručně, vytvořil jsem program v programovacím 
jazyce MATLAB, jehož princip činnosti si v následujících řádcích právě popíšeme. 
Nejprve však nelineární rovnici (4.12) převedeme na funkci det(i) = o(), kterou pak 
vykreslíme pomocí vhodného programu. Převod není nikterak složitý a bude mít následující 
tvar: 
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det(A) = tan(L l _) ∗ cot(L ll ( − _)) + Llll .  (5.1) 
Protože v programu MATLAB nelze provést indexování, v další části pro lepší orientaci bude 
výhodné změnit označení modulů pružnosti, tak že Q^ = Q, Q^^ = QE. Dále také změníme 
označení částí délky prutu a to následujícím způsobem. Část délky prutu doposud označená 
jako _, která je z materiálu, jehož modul pružnosti je Q, nyní označíme jako . Druhou část 
délky prutu  − _, která je z materiálu, jehož modul pružnosti je QE, označíme jako E. Tím 
získá vztah (5.1) následující tvar: det(A) = tan(L  ) ∗ cot(L  E) + L.   (5.2) 
Dalším důležitým krokem je stanovit vstupní údaje pro výpočet, tj. moduly pružnosti 
materiálů, obě části délky prutu a průměr prutu. Poté již můžeme vykreslit graf funkce (5.2). 
Abychom měli představu o tom, jak taková funkce vypadá, na obr. 11 je zobrazena funkce  
pro materiály: hliník, ocel. Obě části délky prutu jsou 1000mm a průměr prutů je 50mm. 
 
Obr. 11. Graf nelineární funkce (5.1) pro vstupní údaje:E1=71,7GPa, E2=207GPa, 
l1=l2=1000mm, d=50mm. Vytvořeno programem Quick Graph+ 2. 
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Napohled může graf téhle funkce vypadat poněkud chaoticky, protože jak víme  
ze 4. kapitoly, naším cílem bude najít takovou sílu , pro kterou bude platit, že det(i) = 0 
a takových bodů se v naší funkci vyskytuje nekonečně mnoho. Musíme si však uvědomit, 
že náš prut má volnou deformaci, tedy jeho průhyb není omezen v žádném směru, viz kapitola 
3. To znamená, že naše hledaná síla , což je ve skutečnosti <= , bude ze všech kritických sil 
nejmenší. Pokud se na to podíváme z matematického hlediska, tak hledaná síla  = <= bude 
v našem grafu tam, kde funkce det(i) = o() poprvé protne osu . Přitom uvažujeme,  
že se v grafu pohybujeme zleva doprava. 
Předtím než začneme popisovat samotný program, tak bych zmínil, že je otestován  
pro kombinace prutů s moduly pružnosti od 331GPa do 11GPa, s průměrem 50mm 
a pro nejmenší část délky prutu 100mm, přičemž platí, že celková délka prutu je 2000mm. 
Program můžeme využít pro řešení 2 typů úloh. První typ úlohy spočívá v tom, že měníme 
kombinace modulů pružnosti, přičemž obě části délky prutu zůstávají konstantní. U druhého 
typu úlohy máme stále stejné materiály, avšak obě části délky prutu se tentokrát mění a to tak, 
že celková délka je konstantní. Skripty pro první a druhý typ úlohy jsou umístěny v příloze 1 
pod názvem moduly a délky. 
Nyní se můžeme přesunout k popisu hlavních částí programu. V první části programu probíhá 
načítání vstupních údajů. Jak bylo výše řečeno, protože máme 2 typy úloh a pro obě úlohy je 
načítání vstupních údajů odlišné, popíšeme nejprve načítání vstupních údajů pro první a pak 
pro druhý typ úlohy. Pro první typ kromě obou částí délky a průměru prutu zadáváme ještě 
vektor s moduly pružnosti pro různé druhy materiálů (viz obr. 12). Abychom získali řešení 
pro kombinace všech materiálů, použijeme cyklus s obr. 13. 
 
Obr. 12. Vektor EE1a EE2 s moduly pružnosti v programu MATLAB 7. 
 
Obr. 13. Cyklus pro kombinace všech materiálů načtených ve vektoru EE1 v programu 
MATLAB 7. 
U druhého typu úlohy, jak je výše zmíněno, budeme měnit části délky prutu. V našem případě 
obě po 100mm. Aby zůstala zachována celková délka prutu 2000mm, k jedné části budeme 
100mm přičítat a od druhé odčítat (viz obr. 14).  
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Obr. 14. Načítání vstupních údajů a spouštění cyklu pro druhý typ úlohy v programu 
MATLAB 7. 
Protože v další části už jsou oba scripty až na výstup totožné, budeme o nich hovořit jako  
o jednom. 
Jak víme, ve 4. kapitole jsme hovořili o numerickém řešení nelineárních rovnic. K takovému 
řešení je ovšem zapotřebí počáteční aproximace. Protože dále uvidíme, že stanovení počáteční 
aproximace je poněkud obtížné, nejprve si vytvoříme odhad počáteční aproximace, který je 
v programu vytvořen následujícím způsobem. Víme, že náš prut je složen ze dvou materiálů, 
proto pomocí vztahu (3.16) 
spočteme kritické síly pro 
první i druhý materiál. Při 
výpočtu zůstane hodnota 
hlavního kvadratického 
momentu u obou materiálů 
stejná a délky prutů budou 
rovny celkové délce v našem 
případě 2000mm. 
Po provedení výpočtu podle 
obr. 15 jsme tedy získali dvě 
kritické síly, které jsme  
v programu MATLAB 
označili jako 1 a 2. 
Teď když jsme vypočítali 
odhad počáteční aproximace,  
je potřeba si uvědomit, 
v jakých místech grafu se 
vlastně pohybujeme. K tomu 
nám poslouží grafické 
znázornění (obr. 16), pro 
které jsme ze zkoumané 
množiny materiálů vybrali 
materiály: douglaska a 
molybden, jejichž řádově 
Obr. 16. Na obrázku je nelineární funkce pro vstupní údaje 
E1=11GPa, E2=331GPa, l1=1500mm, l2=500mm, d=50mm  
s odhadem počáteční aproximace (Fv1, Fv2), kořeny (k1, k2, 
k3, k4) a nespojitostmi funkce (n1, n2, n3). Graf vytvořen 
programem Maple 13 a upraven v programu  Zoner Photo 
Studio 11.  
Obr. 15. Odhad počáteční aproximace pro oba materiály v programu MATLAB 7. 
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rozdílné moduly (viz příloha 2 tabulka materiálů) způsobí to, že v intervalu vypočtených 
kritických sil 〈1; 	2〉 = 〈8326; 	250562〉tv se bude vyskytovat více než jeden kořen 
(na obr. 16 jsou kořeny označeny U1 − U4). Navíc se nám zde objeví ještě nespojitosti funkce 
(na obr. 16 jsou nespojitosti označeny c1, c2, c3), a jak víme, pro numerické řešení, o kterém 
pojednává 4. kapitola, je taková počáteční aproximace nepřípustná. Abychom získali vhodnou 
počáteční aproximaci, museli jsme vytvořit funkci v programu MATLAB, kterou nalezneme 
v příloze 1 pod názvem interval. Kromě zmíněné funkce, jejichž princip si popíšeme 
v následujících řádcích, je vhodné říci, že v příloze 1 je uvedena i funkce fun1, která nám 
vrací hodnotu det(i) pro zadanou sílu . Hodnotu det	(i) vrací podle matematické funkce 
(5.1). Nyní zpět k funkci interval. Základními vstupními parametry jsou 1 a 2. 
Při pohledu na obr. 16 vidíme, že hledaný kořen U1, což je vlastně kritická síla <=, se nachází 
vpravo od 1 a mezi těmito dvěma hodnotami se nevyskytuje žádná nespojitost. Naopak 
mezi 2 a U1 je nespojitostí a dalších kořenů hned několik. Proto funkce interval pracuje 
tak, že 1 uloží do nějaké proměnné (v našem případě ), kterou bude po malých krocích 
 
Obr. 17. Funkce interval je zde vyobrazena bez hlavičky. Funkce je vytvořena programem 
MATLAB 7. 
(ve funkci interval zvoleno 
10N) navyšovat tak dlouho, 
až dojde ke změně 
znaménka funkční hodnoty 
získané z funkce fun1, nebo 
k překročení hodnoty 
proměnné  tak, že  ≥ 2. Tím získáme 
novou hodnotu pravé části 
počáteční aproximace 
(v programu označena r). 
O novém intervalu 
počáteční aproximace 
sestávajícím se způvodní 
levé 1 a nové pravé r 
části nyní můžeme říci,  
že se v něm bude 
vyskytovat pouze náš 
hledaný kořen U1. Část 
popisované funkce interval 
Obr. 18. Nespojitost funkce mezi levou stranou počáteční 
aproximace a kořenem. Graf vytvořen programem Maple 13 a 
upraven v programu Zoner Photo Studio 11. 
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si můžeme prohlédnout na obr. 17. 
Možná nyní vše nasvědčuje tomu, že když již máme počáteční aproximaci, stačí spustit jednu 
z iteračních metod, která nám s určitou přesností zobrazí výsledek. Před tím než iterační 
metodu spustíme, musíme vyřešit ještě jeden problém. Ten spočívá v tom, že mezi levou částí 
počáteční aproximace 1 a kořenem U1 se může nacházet nespojitost (viz obr. 18). 
V takovém případě by iterace nemusela pracovat správně. Protože 1 není závislé na grafu 
funkce, nejsme schopni určit, zda se mezi 1 a U1 bude nespojitost vyskytovat, či nikoliv. 
Ovšem při pozorování grafů funkcí pro různé délky a kombinace materiálů, bylo zjištěno,  
že od počátku souřadné soustavy ke kořenu U1 se buď vyskytuje nespojitost pouze jedna, 
nebo žádná. Dále bylo zjištěno, že funkce (5.1) má mezi počátkem souřadné soustavy  
a kořenem právě jednu nespojitost, když pro argumenty funkcí tangens a kotangens bude 
platit následující podmínka:  
L   > L  E.      (5.2) 
Poznámka: Sílu , která může nabývat jen hodnot vyšších než nula, jsme ze vztahu vykrátili. 
V případě, že argument funkce tangens bude menší než argument funkce kotangens, mezi 
počátkem souřadné soustavy a kořenem nespojitost nebude. Pokud si budou oba argumenty 
rovny, pak funkce (5.1) bude funkcí konstantní. V takovém případě nebude existovat žádný 
kořen. Jestliže i přesto potřebujeme znát kritickou sílu <=, můžeme lehce upravit délky obou 
prutů nebo jejich moduly pružnosti. Protože rovnost obou argumentů nastává jen zřídka a 
určení kritické síly by v důsledku změny výše zmíněných vstupních parametrů nemuselo být 
přesné, tak jsem řešení pro tento případ do části programu na (obr. 19) nezakomponoval. 
 
Obr. 19. Část programu pro určení počtu nespojitostí mezi počátkem souřadné soustavy  
a kořenem U1. Program vytvořen v programu MATLAB 7. 
Jak můžeme pozorovat na obr. 19, objevily se nám zde dvě nové proměnné 1 a 2, hodnoty 
těchto proměnných už však ve skutečnosti známe, jsou to totiž již zmiňované 1 a 2. 
Pokud by platilo, že Q > QE, pak 1 > 2, a tím bychom měli pravou stranu počáteční 
aproximace vlevo a naopak levou stranu vpravo. Abychom tomuto předcházeli, 
do proměnných 1 a 2 jsme si hodnoty 1 a 2 uspořádali vzestupně. 
Protože všechny řádky už jsou na obr. 21 popsány, zmíním zde už jen to, že na konci této 
části programu budeme mít v proměnných 1 a 2 takovou počáteční aproximaci,  
která bude obsahovat pouze jediný kořen U1. Pro získání kritické síly <= již tedy bude stačit 
pouze spustit jednu z iteračních metod. 
O principu a konvergenci iteračních metod jsme hovořili již v numerickém řešení 
ve 4. kapitole, proto zde pouze uvedeme, že pro výpočet kritické síly <= používáme Metodu 
bisekce. V programu se vyskytuje i Newtonova metoda a to pro počáteční aproximaci zleva  
i zprava. Protože Newtonova metoda nemusí vždy konvergovat, zde má pouze orientační  
a srovnávací charakter. Co se týče přesnosti výpočtu kritické síly	<=, pro obě metody jsme 
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volili  = 0,0001, čímž bychom měli získat kritickou sílu s minimálně dvěma platnými, 
desetinnými čísly. 
Protože už jsme pomocí iteračních metod získali kritickou sílu, v závěrečné části našeho 
programu ji společně s dalšími potřebnými výpočty převedeme do prostředí Microsoft Excel. 
V tomto prostředí pak budou získaná data vyhodnocena a zpracována. Prezentaci a porovnání 
získaných dat bude věnována následující kapitola. 
6. Zhodnocení získaných výsledků 
Protože by bylo velmi náročné vyhodnotit data pro všechny kombinace materiálů, zaměřil 
jsem se pouze na množinu materiálů, jejichž moduly pružnosti leží v intervalu 〈11,331〉t_v. Tento interval byl zvolen podle tabulky materiálů uvedené v [4] a její 
vzestupné uspořádání se také nachází v příloze 2 pod názvem tabulka materiálů. Kromě 
tabulky materiálů jsou v příloze 2 také výpočty kritických sil pro různé kombinace materiálů, 
pro různé délky materiálů atd. Dále se zde nacházejí i výpočty váženého průměru (lineární 
interpolace), který jsme získali následujícím způsobem: 
J = ∗TE∗TTT , kde    (6.1)  1, 2 je odhad počáteční aproximace a , E jsou části délky prutu (viz 5. kapitola). 
Protože v praxi by se vážený průměr použil jako počáteční odhad kritické síly, nyní si 
ukážeme několik grafů, které nám znázorní, jak moc by se takový počáteční odhad lišil  
od kritické síly získané pomocí numerického řešení z rovnice (4.12).  
V prvním grafu uvedeném na obr. 20 je závislost kritické sily na modulu pružnosti pro druhý 
materiál prutu. Modul pružnosti prvního materiálu prutu je konstantní, a pro všechny křivky 
to je uhlíková ocel (E1=207GPa).  
Pokud podle legendy v grafu srovnáme první dvě křivky, tj. křivky kritických sil získaných 
numerickým řešením a váženého průměru, přičemž obě části délky prutu , E = 1000, 
na první pohled vidíme, že vážený průměr bude u prutu nejvíce rozdílný od kritické síly tam, 
kde jsou nejvíce rozdílné moduly pružnosti Q, QE. Naopak v místě, kde jsou moduly téměř 
stejné, jsou stejné i hodnoty kritických sil obou křivek. Dále zde pozorujeme to, že vážený 
průměr nabývá, kromě blízkého okolí stejných modulů Q, QE, vyšších hodnot, než jsou 
kritické síly.  
Poněkud odlišné závěry bychom prováděli pro další dvě dvojice křivek, kde už se s váženým 
průměrem pohybujeme i v hodnotách nižších, než jsou kritické síly. 
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Obr. 20. Závislost <= na modulu pružnosti E2 přičemž E1 zůstává konstantní a pro všechny 
křivky v grafu je stejný. V legendě číslo:číslo značí délku l1 a l2 prutu. Obrázek byl vytvořen 
programem Microsoft Office Excel 2007. 
V dalším grafu znázorněném na obr. 21 je ukázána závislost procentuálního poměru  
na poměru modulů pružnosti QE/Q. Kde modul pružnosti Q má velikost podle materiálu 
označeném v legendě. Procentuální poměr jsme získali z následujícího vztahu: 
 = kmn ∗ 100.     (6.2)  
Podle vztahu (6.2) nám hodnoty nad 100% značí, že vážený průměr J je vyšší než kritická 
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Obr. 21. Závislost procentuálního poměru  dle (6.2) na poměru modulů pružnosti QE/Q. V 
legendě jsou uvedeny názvy materiálů, jejichž moduly pružnosti Q jsou pro charakteristicky 
označené body konstantní. Obě délky prutu jsou , E = 1000 a průměr prutu  =50. Obrázek byl vytvořen programem Microsoft Office Excel 2007.     
Stanovíme-li z obr. 21 takový interval, kde se procentuální poměry pohybují v rozmezí 100 - 
110%, získáme interval poměrů modulů pružnosti 〈0,6; 1,7〉t−v. Pro tento interval bude platit, 
že jejich kritická síla spočtená váženým průměrem bude mít maximální odchylku od kritické 
síly spočtené numericky 10%. Tuto odchylku můžeme zohlednit například zvýšením 
součinitele bezpečnosti. Dále jsem provedl několik výpočtů, které jsou uvedeny v příloze 2 
pod názvem tabulka pro ověření vlivu změny geometrických a materiálových parametrů na 
procentuálním poměru, kde jsem měnil průměr prutu, moduly pružnosti a celkovou délku 
prutu (obě části délky prutu , E zůstaly v poměru 1: 1). Procentuální poměry v závislosti na 
poměrech modulů pružnosti jsou, jak pro odlišnou délku, tak pro odlišný průměr a moduly 
stejné, z čehož vyplývá, že se tímto interval poměrů modulů pružnosti nezmění. Můžeme tedy 
říci, že interval poměrů modulu pružnosti s 10% odchylkou je platný pro pruty, jehož obě 
části délky prutu , E jsou v poměru 1: 1. 
Za zmínku stojí i poslední graf, který nám značí závislost kritické síly na první části délky 
prutu (viz obr. 22). Kde  je část délky prutu s uhlíkovou ocelí. Druhá část délky prutu E se 
v grafu nevyskytuje, její velikost se však mění tak, aby součet obou částí délek , E byl roven 2000. Část délky prutu E je z materiálu, jehož název je uveden v legendě. Dále je zde pro 
srovnání uveden průběh lineární interpolace přibližné kritické síly, kterou jsme získali ze 
vztahu (6.1). Z grafu uvedeném na obr. 22 vyplývá, že nejvíce se vážený průměr přibližné 
kritické síly od kritické síly vypočtené numericky liší tam, kde jsou obě části délky prutu 
v poměru 1: 1 tedy  = 1000. Naopak při poměru 1: 19 resp. 19: 1, kdy  bude nabývat 
hodnot 100mm resp. 1900mm, bude přibližná kritická síla téměř totožná s kritickou silou 
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Obr. 22. Závislost kritické síly na délce prutu  a přibližné kritické síly získané lineární 
interpolací (váženým průměrem). Pro  platí, že Q = 207_ a pro E platí, že QE =71,7GPa; 331GPa; 11GPa. Dále platí, že součet délek , E je 2000. Obrázek byl 
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7. Závěr 
Cílem závěrečné práce bylo najít řešení kritické síly pro prut ze dvou různých materiálů. 
V literatuře [1] jsem našel vztah pro výpočet kritické síly prutu se dvěma odstupňovanými 
průřezy. Protože ve starším vydání byl tento vztah odlišný, rozhodl jsem se pro jeho 
matematické ověření. Matematickým výpočtem jsem získal vztah stejný jako v novějším 
vydání. V další části této práce jsem proto používal tento vztah. 
Abych získal řešení kritické síly pro prut ze dvou materiálů, musel jsem provést určitou 
modifikaci tohoto vztahu. Modifikace spočívala v tom, že hlavní centrální kvadratický 
moment byl po celé délce prutu konstantní a moduly pružnosti byly pro oba úseky prutu 
odlišné, na rozdíl od prutu se dvěma odstupňovanými průřezy, kde tomu bylo naopak. 
Protože ať už pro prut se dvěma odstupňovanými průřezy, nebo pro prut ze dvou různých 
materiálů je vztah ve tvaru nelineární implicitní rovnice, kterou nelze řešit analyticky, 
k výpočtu kritické síly jsem použil řešení numerické.  
Součástí práce je i mnou vytvořený program, který výrazně zkrátí dobu výpočtu kritické síly 
pomocí jedné z metod numerického řešení. Kromě výpočtu kritické síly program dokáže  
pro určitý interval vstupních hodnot nalézt počáteční aproximaci, která je pro numerické 
řešení nelineární rovnice nezbytná.  
Díky programu jsem v závěru práce mohl zpracovat větší množství dat, a tím získat různé 
grafické závislosti. Také jsem porovnal získané výsledky s lineární interpolací dvou 
extrémních hodnot kritické síly, získaných pomocí Eulerova vztahu, která je používána jako 
odhad počáteční aproximace. Výsledky umožňují definovat interval procentuálního poměru 
modulů pružnosti, pro který tato lineární interpolace dává technicky přijatelnou přesnost 
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ  
Symbol Text Jednotky 
a 
část délky prutu s osovým kvadratickým momentem JI nebo s modulem pružnosti 
E1 
mm 
A matice soustavy - 
A(i,j) pomocná proměnná maticového tvaru - 
ak levý krajní bod k-tého intervalu posloupnosti - 
bk pravý krajní bod k-tého intervalu posloupnosti - 
br pomocná proměnná N 
bT transponovaný vektor pravých stran - 
C1 integrační konstanta - 
C2 integrační konstanta - 
d průměr prutu mm 
D1 integrační konstanta - 
D2 integrační konstanta - 
det(A) determinant matice soustavy A - 
E modul pružnosti v tahu MPa 
E1 modul pružnosti v tahu materiálu v první části délky prutu MPa 
E2 modul pružnosti v tahu materiálu ve druhé části délky prutu MPa 
EE1 vektor modulů pružnosti MPa 
EE2 vektor modulů pružnosti MPa 
EI modul pružnosti v tahu materiálu v první části délky prutu MPa 
EII modul pružnosti v tahu materiálu ve druhé části délky prutu MPa 
F zátěžná síla N 
Fkr kritická síla N 
Fv1 odhad počáteční aproximace dle Eulerova vztahu N 
Fv2 odhad počáteční aproximace dle Eulerova vztahu N 
Fvp vážený průměr získaný z odhadu počáteční aproximace Fv1 a Fv2 N 
i pomocná proměnná - 
J centrální osový kvadratický moment mm4 
j pomocná proměnná - 
J1 maximální hlavní centrální kvadratický moment mm4 
J2 minimální hlavní centrální kvadratický moment mm4 
JI centrální osový kvadratický moment první části prutu mm4 
JII centrální osový kvadratický moment druhé části prutu mm4 
k proměnná, která nabývá hodnot nezáporných celých čísel  - 
k1 kořen nelineární funkce N 
l celková délka prutu mm 
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Symbol Text Jednotky 
l1 část délky prutu, ve které je materiál s modulem pružnosti E1 mm 
l2 část délky prutu, ve které je materiál s modulem pružnosti E2 mm 
ld skutečná vzdálenost konců prutu při zatížení mm 
M1 levý krajní bot počáteční aproximace N 
M2 pravý krajní bot počáteční aproximace N 
Mo ohybový moment Nm 
N normálová síla N 
n1 nespojitost nelineární funkce N 
p substituce mm-2 
P procentuální poměr váženého průměru a kritické síly % 
pI substituce pro první část prutu mm-2 
pII substituce pro druhou část prutu mm-2 
Q1 pomocná proměnná pro získání počáteční aproximace N 
Q2 pomocná proměnná pro získání počáteční aproximace N 
T posouvající síla N 
w průhyb prutu mm 
wI průhyb první části prutu mm 
wII průhyb druhé části prutu mm 
x proměnná neutrální osy prutu, osy x u numerického řešení a ve skriptu interval - 
x* kořen nelineární rovnice - 
xk k-tý člen posloupnosti - 
xT transponovaný vektor neznámých - 
Zer determinant matice soustavy A - 
Zer1 determinant matice soustavy A - 
ε přesnost vypočtu kořene numerického řešení - 
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SEZNAM PŘÍLOH 
PŘÍLOHA 1 - Program v jazyce MATLAB pro výpočet kritických sil 
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format long g 
%načtení modulu pružnosti do vektoru [MPa] 
EE1=[331000 214000 207000 207000 190000 179000...  127000 
124000 119000 114000 111000 106000 100000...  71700 46200 
44800 36500 11000]; 
EE2=EE1; 
d=50;%průměr prutu 
J=(pi*d^4)/64; %hlavní centrální kvadratický moment pro 
%kruhový průřez minimální i maximální 
Gk1=300; %Mez kluzu materiálu s E1 pro kontrolu 
%štíhlosti[MPa] 
Gk2=300; %Mez kluzu materiálu s E2 pro kontrolu 
%štíhlosti[MPa] 
l1=1000; %část délky prutu s E1 [mm] 
l2=1000; %část délky prutu s E2 [mm] 
l=l1+l2; %celková délka prutu [mm] 
%////////////////////////////////////////////////// 
%spuštění cyklu pro kombinace materiálů z vektoru EE1 a EE2 
for j=1:(length(EE1)-1) 
E1=EE1(1,j);     
for i=(j+1):length(EE2) 
E2=EE2(1,i); 
Fv1=(pi^2*E1*J)/l^2; %odhad počáteční aproximace  
Fv2=(pi^2*E2*J)/l^2; %odhad počáteční aproximace  
A(i,1)=Fv1; %přiřazení do matice  
A(i,2)=Fv2;  %přiřazení do matice 
Fvp=(Fv1*l1+Fv2*l2)/(l1+l2); %vážený průměr s odhadu poč. 
%apr. 
A(i,3)=Fvp;  %přiřazení do matice 
%Sl(j,i)=Fvp; 
%////////////////////////////////////////////////// 
%kontrola štíhlosti prutu  
%provádíme jen v případě, že předpokládáme materiál  



















































% zjištění pravé a levé strany počáteční aproximace 
if Fv1<Fv2 
    Q1=Fv1; 
    Q2=Fv2; 
else  
    Q1=Fv2; 
    Q2=Fv1; 
end;  
%/////////////////////////////////////////////////////////// 
%rozpoznání typu grafu 
A(i,18)=interval(0,E1,E2,l1,l2,J,Q2); %najde pravou část 
%poč. apr. 
if (sqrt(1/E1*J)*l1)>(sqrt(1/E2*J)*l2) % jestliže je 
%přítomna nespojitost   
    A(i,19)=interval(A(i,18),E1,E2,l1,l2,J,Q2); %najde novou 
%pravou část 
    M1=A(i,18); %původní pravou část uloží jako levou 
    M2=A(i,19); % do pravé části načte novou pravou 
else % pokud se nespojitost nevyskytuje 
    M1=Q1+10; %k levé části přičte 10N (kdyby nespojitostí 
%bylo přímo Q1)  







while abs(T2-T1)>=t1 %stop kritérium 
Y1=fun1(T1,E1,E2,l1,l2,J); 
Y2=fun1(T2,E1,E2,l1,l2,J); 
Fv=(T1+T2)/2;   %střední hodnota  
P=fun1(Fv,E1,E2,l1,l2,J); 
if (Y1*P)>0 %kontrola znamínek 
    T1=Fv;  
else 




A(i,7)=Fv; %přiřazení kritické síly do matice  
Sl(j,i)=Fv; 
%/////////////////////////////////////////////////////////// 

















































while abs(N2-x1)>=t2 %stop kritérium 
    x1=x2; 
    Zer=fun1(x1,E1,E2,l1,l2,J); 
    dZer=dfun1(x1,E1,E2,l1,l2,J); 
    x2=x1-Zer/dZer; 











while abs(N2-x1)>=t2 %stop kritérium 
    x1=x2; 
    Zer=fun1(x1,E1,E2,l1,l2,J); 
    dZer=dfun1(x1,E1,E2,l1,l2,J); 
    x2=x1-Zer/dZer; 





% Procentuální poměr 
A(i,12)=(A(i,3)*100)/A(i,7); %Metoda bisekce 
%Sl(j,i)=A(i,12); 
A(i,13)=(A(i,3)*100)/A(i,8); %Newtonova metoda zleva 
A(i,14)=(A(i,3)*100)/A(i,9); %Newtonova metoda zprava 
end; 
end; 
xlswrite('sily.xlsx',A); %slouží k porovnání kritických sil 
%získaných Metodou bisekce a Newtonovou metodou, dále slouží 
%ke kontrole štíhlosti prutu. Pro použití musí být upraven 
%vektor EE1 a EE2. 
xlswrite('sily2.xlsx',Sl); %do souboru sily2.xlsx vypíše 
%kritické síly procentuální poměr nebo vážený průměr pro 
%všechny kombinace modulů pružnosti zadané ve vektoru EE1 
%(nyní nastaveno na výpis krit. síly). 
 







































format long g 
d=50; %průměr prutu 
J=(pi*d^4)/64; %hlavní centrální osový kvadratický moment pro 
%kruhový průřez. Platí, že je zároveň maximální i minimální.  
Gk1=300;%Mez kluzu materiálu s E1 pro kontrolu štíhlosti[MPa] 
Gk2=300;%Mez kluzu materiálu s E1 pro kontrolu štíhlosti[MPa] 
l2=2000; % délka prutu pro E2  
i=0;    % pomocná proměnná 
E1=207000; % modul pružnosti v tahu 1. materiálu [MPa]    
E2=11000; % modul pružnosti v tahu 2. materiálu [MPa]    
%spuštění cyklu pro rozdílné délky prutů  
for l1= 100:100:1900 %délka l1 bude mít na počátku 100mm a na 
%konci 1900mm (krok 100mm) 
l2=l2-100;  
l=l1+l2; %celková délka prutu 
i=i+1; %pomocná proměnná 
Fv1=(pi^2*E1*J)/l^2; %odhad počáteční aproximace zleva 




%Další část programu je totožná s programem moduly až na 
%výstup, který bude vypadat následovně. 
xlswrite('sily.xlsx',A); %Pomocí matice A ukládám do souboru 
%sily.xlsx kritické síly, vážený průměr, procentuální poměr a 
velikosti částí délky prutu l1 a l2. 
function [ br ] = interval(Fv1,E1,E2,l1,l2,J,Fv2) 
    br=0; 
    x=Fv1+10; %Fv1 je pro pruty 1:1 limitou proto +10N    
    Zer1=fun1(x,E1,E2,l1,l2,J); %zisk počátečního znaménka 
    while x<Fv2 %podmínka pro ukončení cyklu 
        x=x+10; %krok 10N 
        Zer=fun1(x,E1,E2,l1,l2,J); %vrací det(A) 
        if Zer*Zer1<0 %kontrola znamínka 
            br=x; %nová pravá část poč. aprox. 
            x=Fv2; %předčasně ukončí cyklus   
        end; 
    end; 
end 
 
















































%derivace funkce (5.2) potřebná k Newtonově metodě  
end 
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PŘÍLOHA 2 - Přehled vstupních a výstupních veličin pro grafické znázornění 
 
Tabulka materiálů 
Poř. č. Materiál Modul pružnosti [GPa] 
1. molybden 331 
2. inconel 214 
3. uhlíková ocel 207 
4. niklová ocel 207 
5. nerezavějící ocel 190 
6. Monelův kov 179 
7. alpaka 127 
8. slitina berylium měď 124 
9. měď a její slitiny 119 
10. titanové slitiny 114 
11. fosforový bronz 111 
12. mosaz 106 
13. šedá litina 100 
14. hliník a jeho slitiny 71,7 
15. sklo 46,2 
16. hořčík 44,8 
17. olovo 36,5 
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Tabulka kritických sil k obr. 22 
    ocel:hliník ocel:molybden ocel:douglaska 
l1 l2 v. p. krit. síla v. p. krit. síla v. p. krit. síla 
[mm] [mm] [N] [N] [N] [N] [N] [N] 
100 1900 59397,156 54305,001 245870,08 250439,96 15745,375 8339,9999 
200 1800 64518,188 54501,036 241176,75 249579,48 23163,869 8376,4799 
300 1700 69639,219 55007,881 236483,42 247289,69 30582,363 8487,3659 
400 1600 74760,251 55941,152 231790,09 243045,62 38000,857 8690,7107 
500 1500 79881,283 57398,249 227096,75 236664,24 45419,351 9008,7661 
600 1400 85002,315 59472,846 222403,42 228412,37 52837,845 9465,9406 
700 1300 90123,346 62268,923 217710,09 218929,62 60256,338 10093,687 
800 1200 95244,378 65912,962 213016,75 208995,25 67674,832 10936,176 
900 1100 100365,41 70564,154 208323,42 199298,6 75093,326 12058,166 
1000 1000 105486,44 76421,033 203630,09 190326,95 82511,82 13557,506 
1100 900 110607,47 83718,358 198936,76 182364,19 89930,314 15586,76 
1200 800 115728,51 92696,774 194243,42 175540,43 97348,808 18393,076 
1300 700 120849,54 103504,22 189550,09 169886,44 104767,3 22396,44 
1400 600 125970,57 115956,71 184856,76 165374,13 112185,8 28354,142 
1500 500 131091,6 129129,87 180163,42 161940,11 119604,29 37733,059 
1600 400 136212,63 141127,77 175470,09 159495,16 127022,78 53600,349 
1700 300 141333,66 149883,69 170776,76 157922,91 134441,28 82431,075 
1800 200 146454,7 154689,77 166083,43 157071,69 141859,77 128425,27 
1900 100 151575,73 156450,9 161390,09 156744,65 149278,27 154021,07 
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Tabulka procentuálního poměru a poměrů modulů pružnosti k obr. 21 
 
  ocel: E1=207GPa měď: E1=119GPa nerez. ocel: E1=190GPa hliník: E1=71,7GPa 
E2 E2/E1 P E2/E1 P E2/E1 P E2/E1 P 
[GPa] [-] [%] [-] [%] [-] [%] [-] [%] 
331 1,599034 106,9896 2,781513 135,209 1,7421053 109,83428 4,616457 186,645 
214 1,033816 100,0346 1,798319 111,0196 1,1263158 100,44259 2,984658 140,6694 
207 1 100 1,739496 109,7801 1,0894737 100,2296 2,887029 138,0333 
207 1 100 1,739496 109,7801 1,0894737 100,2296 2,887029 138,0333 
190 0,917874 100,2296 1,596639 106,9444 1 100 2,64993 131,7281 
179 0,864734 100,661 1,504202 105,268 0,9421053 100,11117 2,496513 127,7365 
127 0,613527 107,5806 1,067227 100,1323 0,6684211 105,12736 1,771269 110,4449 
124 0,599034 108,3544 1,042017 100,0529 0,6526316 105,76179 1,729428 109,5718 
119 0,574879 109,7801 1 100 0,6263158 106,94438 1,659693 108,1629 
114 0,550725 111,3947 0,957983 100,0576 0,6 108,30103 1,589958 106,8186 
111 0,536232 112,4646 0,932773 100,1514 0,5842105 109,20822 1,548117 106,0469 
106 0,512077 114,4369 0,890756 100,4186 0,5578947 110,89428 1,478382 104,8261 
100 0,483092 117,1584 0,840336 100,9475 0,5263158 113,2444 1,3947 103,4846 
71,7 0,346377 138,0333 0,602521 108,1629 0,3773684 131,72806 1 100 
46,2 0,223188 182,7284 0,388235 129,7885 0,2431579 172,18272 0,644351 106,1164 
44,8 0,216425 186,7627 0,376471 131,8941 0,2357895 175,85577 0,624826 107,0163 
36,5 0,176329 217,3059 0,306723 148,212 0,1921053 203,71654 0,509066 114,7007 
11 0,05314 608,6062 0,092437 369,67 0,0578947 562,3848 0,153417 242,1598 
 
Poznámka: P = procentuální poměr přibližné kritické síly získané váženým průměrem a 
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Tabulka pro ověření vlivu změny geometrických a materiálových parametrů na 
procentuálním poměru  
 
   E1/10 l=20000mm l=2000mm l=20000mm 
   E2/10 d=50mm  d=60mm d=60mm 
E2 E2/E1 P P P P 
[GPa] [-] [%] [%] [%] [%] 
331 1,599034 106,99 106,99 106,99 106,99 
214 1,033816 100,03 100,03 100,03 100,03 
207 1 100,00 100,00 100,00 100,00 
190 0,917874 100,23 100,23 100,23 100,23 
179 0,864734 100,66 100,66 100,66 100,66 
127 0,613527 107,58 107,58 107,58 107,58 
124 0,599034 108,35 108,35 108,35 108,35 
119 0,574879 109,78 109,78 109,78 109,78 
114 0,550725 111,39 111,39 111,39 111,39 
111 0,536232 112,46 112,46 112,46 112,46 
106 0,512077 114,44 114,44 114,44 114,44 
100 0,483092 117,16 117,16 117,16 117,16 
71,7 0,346377 138,03 138,03 138,03 138,03 
46,2 0,223188 182,73 182,73 182,73 182,73 
44,8 0,216425 186,76 186,76 186,76 186,76 
36,5 0,176329 217,31 217,31 217,31 217,31 
11 0,05314 608,61 608,61 608,61 608,61 
 
Poznámka: P = procentuální poměr přibližné kritické síly získané váženým průměrem a 
kritické síly získané numericky, viz vztah (6.2). E1= 207GPa  
Tabulka kritických sil k obr. 20 




























1000:1000 190327 159291 156696 156696 149918 145140 117509 115622 112397 109069 107021 103523 99180,1 76421 52446,6 51030 42411,8 13557,5 [N] 
v. p. 1000:1000 203630 159346 156696 156696 150262 146099 126417 125281 123389 121496 120361 118469 116198 105486 95834,6 95304,7 92163,2 82511,6 [N] 
1500:500 161940 157162 156697 156697 155419 154457 147550 146969 145934 144807 144082 142781 141048 129130 108116 106464 95127,6 37733,1 [N] 
v. p. 1500:500 180163 158021 156697 156697 153480 151398 141557 140989 140043 139097 138529 137583 136447 131092 126266 126001 124430 119604 [N] 
500:1500 236664 161497 156700 156700 144897 137157 99454,4 97224 93493,6 89746,7 87490,7 83717,7 79168,5 57398,2 37346,9 36234,3 29613,2 9008,77 [N] 
v. p. 500:1500  227097 160671 156697 156697 147045 140800 111277 109574 106735 103897 102194 99354,8 95948,4 79881,3 65403,9 64609 59896,8 45419,4 [N] 
